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Математика относится к числу ведущих наук, определяющих развитие и ускорение научно- технического прогресса.
Основная задача курса «Математика» состоит в том, чтобы дать учащимся комплекс математических знаний и навыков, необходимых для изучения общеобразовательных, общетехнических и специальных дисциплин, для  использования в практической деятельности, для развития логического мышления.

Контрольные работы следует выполнять самостоятельно, после проработки соответствующего теоретического материала и решения необходимого минимума задач.

При решении задач следует обосновать каждый шаг решения исходя из теоретических основ курса. Решение должно быть доведено до окончательного ответа.
Требования к выполнению и оформлению контрольной работы:

Работа выполняется в отдельной тетради школьного формата  (12 листов в клетку). Следует пронумеровать страницы и оставить на них поля не менее 3 см для замечаний преподавателя;

На обложке тетради должен быть приклеен титульный лист, утвержденного образца или аккуратно записаны все данные титульного листа: номер контрольной работы, вариант, фамилия, имя, отчество студента, дисциплина.
Контрольная работа  №​​​____

По __________________________________________

Выполнил : студент _    курса  з\о

группы         вариант__________________________

(ФИО)________________________________________

Проверил:

Преподаватель     _________________
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Контрольная работа  №​​​____

По __________________________________________

Выполнил : студент _    курса  з\о

группы         вариант__________________________

(ФИО)________________________________________

Проверил:

Преподаватель     _________________
      Работа должна быть выполнена чернилами одного цвета, аккуратно и разборчиво.
Решение задач желательно располагать в порядке номеров, указанных в задании, номера задач следует указывать перед условием. Решение каждой задачи следует начинать с новой страницы.

Условия задачи должны быть обязательно переписаны полностью в контрольную работу.

В конце работы следует указать литературу, которой вы пользовались, предоставить дату выполнения работы и подпись.
Если в работе допущены  недочеты и ошибки, то студент  выполняет все указания преподавателя сделанные в рецензии. Замечания рецензента стирать нельзя.

Контрольные работы должны быть выполнены в срок (в соответствии с учебным планом-графиком).

Работа, выполненная не по своему варианту, не учитывается  и возвращается студенту без оценки.

Учащиеся, не имеющие зачета  по контрольной работе курса, к экзамену не допускаются.
Каждая контрольная работа имеет 100 вариантов. Вариант работы выбирается по двум последним цифрам шифра(номера личного дела). 

Таблица распределения вариантов контрольной работы:

	№ варианта
	Номера вопросов
	№ варианта
	Номера вопросов

	1. 
	2 ,16, 28,36,41
	51. 
	10,17,26,32,45

	2. 
	3,15,22,32,47
	52. 
	5,11,21,34,47

	3. 
	1,11,23,31,45
	53. 
	7,20,22,40,42


	4. 
	10,19,24,33,48
	54. 
	8,17,23,34,45

	5. 
	1,15,26,38,44
	55. 
	1,11,24,35,41

	6. 
	3,12,29,35,42
	56. 
	3,13,30,40,48

	7. 
	2,17,28,38,44
	57. 
	7,20,29,34,49

	8. 
	8,11,30,32,47
	58. 
	9,11,26,32,50

	9. 
	5,18,22,40,43
	59. 
	2,12,22,31,45

	10. 
	7,11,21,33,48
	60.
	8,13,26,39,49

	11. 
	9,13,23,37,41
	61. 
	10,14,27,36,44

	12. 
	4,12,24,39,47
	62. 
	6,16,23,31,43

	13. 
	6,20,28,34,42
	63. 
	1,12,24,32,42

	14. 
	10,12,29,36,43
	64. 
	7,19,21,38,44

	15. 
	8,13,28,35,44
	65. 
	6,12,23,39,50

	16. 
	2,17,21,38,50
	66. 
	3,20,21,31,44

	17. 
	9,20,27,37,46
	67. 
	5,17,25,38,49

	18. 
	10,18,25,36,42
	68. 
	9,14,28,32,48

	19. 
	7,14,27,31,49
	69. 
	7,12,22,37,44

	20. 
	2,20,30,38,41
	     70.
	10,20,29,33,45

	21. 
	8,16,21,35,46
	     71.
	3,16,27,40,49

	22. 
	1,19,27,33,45
	     72.
	9,19,24,37,44

	23. 
	5,14,25,39,50
	     73.
	6,20,29,36,50

	24. 
	4,15,30,40,43
	     74.
	8,19,21,37,43

	25. 
	3,18,25,32,49
	     75.
	10,13,28,31,48

	26. 
	4,16,21,33,42
	     76.
	2,15,25,37,45

	27. 
	1,18,23,39,46
	     77.
	6,19,27,36,43

	28. 
	10,12,30,34,41
	     78.
	10,13,22,32,42

	29. 
	9,11,25,39,46
	     79.
	4,20,26,38.49

	30. 
	2,18,26,34,44
	     80.
	6,14,25,35,48

	31. 
	4,17,24,37,45
	     81.
	3,12,23,32,46

	32. 
	8,13,25,32,41
	     82.
	7,20,28,37,41

	33. 
	1,19,28,39,47
	     83.
	9,14,22,38,46

	34. 
	5,14,24,31,46
	     84.
	4,15,28,34,50

	35. 
	8,16,27,33,50
	     85.
	2,17,27,33,41

	36. 
	4,11,23,35,47
	      86.
	5,19,22,37,48

	37. 
	5,15,24,36,49
	      87.
	3,18,30,31,52

	38. 
	6,11,29,38,43
	      88.
	10,16,29,35,47

	39. 
	7,13,22,33,50
	      89.
	7,15,26,34,43

	40. 
	4,11,21,40,45
	      90.
	6,18,30,33,48

	41. 
	1,12,25,31,46
	      91.
	1,13,26,31,42

	42. 
	2,16,24,38,48
	      92.
	9,14,29,39,45

	43. 
	3,17,26,36,50
	      93.
	5,11,30,40,41

	44. 
	2,18,27,35,43
	      94.
	6,17,21,34,48

	45. 
	8,14,30,40,42
	      95.
	5,15,23,40,44

	46. 
	5,13,27,35,41
	      96.
	7,17,29,39,47

	47. 
	1,18,24,36,47
	      97.
	6,19,26,34,46

	48. 
	9,16,22,39,50
	      98.
	3,15,23,35,43

	49. 
	4,14,25,33,47
	      99.
	8,16,30,36,49

	50. 
	9,18,28,40,49
	     100.
	4,15,29,37,46


Тема №1«Предел функции »
Теоретический материал, примеры вычисления пределов
Определение
Конечное число A называется пределом функции f(x) в точке x0, если для любого положительного числа ε можно указать такое положительное δ = δ(ε), что для всех значений x, удовлетворяющих неравенству 0 < |x − x0| < δ, соответствующие значения функции удовлетворяют неравенству |f(x) − A| < ε. Для обозначения такого предела используют символику:
[image: image1.png]lim f(x) = 4
Jm




При решении задач полезно помнить следующие основные свойства пределов функций:

1. Если функция имеет конечный предел, то он единственный. 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак предела
[image: image2.png]limle f (®)]=¢ lim f (x)




3. Предел суммы (или разности) функций равен сумме (или разности) их пределов, если оба предела являются конечными
[image: image3.png]lim(f (x) £ g(x)] =lim /() £ lim g (x)




4. Предел произведения функций равен произведению их пределов, если оба предела являются конечными
[image: image4.png]lim{f (x)g(x)] =lim f (x) lim g(x)




5. Предел отношения функций равен отношению их пределов, если оба предела являются конечными и знаменатель не обращается в нуль 
[image: image5.png]@ _HBS®
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Вычисление несложных пределов
1. Найти предел функции
[image: image6.png]. 5xP+13x+6
lim

o2 3xt +2x-8




Решение: Имеем неопределенность вида[image: image7.png]



Для ее раскрытия разложим числитель и знаменатель на множители и сократим на общий множитель x + 2, который при x → -2 не равен нулю. В результате неопределенность будет раскрыта.
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2. Найти предел функции
[image: image9.png]i Txt 422745
32 7




Решение: Имеем неопределенность вида[image: image10.png]



Для ее раскрытия можно либо разделить числитель и знаменатель на наибольшую степень переменной x и учитывая, что величина обратная бесконечно большой величине есть бесконечно малая величина, раскроем исходную неопределенность, либо вынести переменную в наибольшей степени в числители и знаменатели дроби и сократить на наибольшую степень.
[image: image11.png]lim M e+3/x -7/ 6
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или
[image: image12.png]lim
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3. Найти предел функции
[image: image13.png]1. 10x-3
S s ar+3




Решение: Имеем неопределенность вида[image: image14.png]



Раскрываем ее аналогично тому, как это сделано в примере 2.
[image: image15.png]_ *(10-3/x)
;} TR afE )

_ 10-3x [9}:0
xgﬂxz(zw/xz +3f%) Lo

li 10x-3 |:oo
xggli +4x+3




4. Найти предел функции
[image: image16.png]I 20 +3x% —dx
M 2




Решение:
Имеем неопределенность вида[image: image17.png]



Раскрываем ее аналогично тому, как это сделано в примере 2.
[image: image18.png]227 +3x° - 4x 7[00} X ’fs(lﬂ/’Cz - 4fx*)

lim Pt x2(3-4fx+2/5%)

o 300 —dx+2
_ a3 -afx') o
S ez [T}m

©




5. Найти предел функции
[image: image19.png]



Решение: В данном случае имеем неопределённость вида[image: image20.png]



Для её раскрытия можно использовать свойство, что существенно упростит вычисление предела, в отличии от примеров 2,3,4, хотя их можно тоже вычислить, используя данное свойство. 
Пусть дана дробно-рациональная функция[image: image21.png]f®=

Plx)
o(x)





где P(x) и Q(x) некоторые многочлены. Тогда: 

1. Если степень многочлена P(x) больше степени многочлена Q(x), то
[image: image22.png]lim f(x) =00




2. Если степень многочлена P(x) меньше степени многочлена Q(x), то
[image: image23.png]lim f()=0




3. Если степень многочлена P(x) равна степени многочлена Q(x), то
[image: image24.png]tim 7 =2
tin SO =7



,
где p, q числовые коэффициенты при наивысших степенях x в данных многочленах. 

В данном случае степени числителя и знаменателя равны двум, поэтому
[image: image25.png]



6. Найти предел функции
[image: image26.png]2 -8x
150352 _2x3 43




Решение: 
В данном случае снова имеем неопределённость вида  [image: image27.png]



Для её раскрытия используем то же известное свойство, что и в предыдущем случае. Степень числителя равна двум, а степень знаменателя – трём. Поэтому
[image: image28.png]2 -8r
250352 _2x3 43




Найти предел функции

6. [image: image29.png]. APlvx-s
lim

sd X0 —64




Решение:
Имеем неопределенность вида[image: image30.png]



Для ее раскрытия умножим числитель и знаменатель на выражение сопряженное числителю, разложим выражение, стоящее в знаменателе, на множители по формуле разности кубов и сократим числитель и знаменатель на общий множитель x - 4, который при x → 4 не равен нулю. В результате неопределенность будет раскрыта.
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8. Найти предел функции
[image: image32.png]lim(
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Решение:
Имеем неопределенность вида[image: image33.png][17]




Для раскрытия этой неопределенности воспользуемся вторым замечательным пределом[image: image34.png]



[image: image35.png]2%72x+3]
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9. Найти предел функции
[image: image36.png]



Решение:
В данном примере при выяснении вида неопределенности видим, что таковой не имеется. 
Имеем [image: image37.png]lim
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Случайные события. Частота. Вероятность.

   Теория вероятностей — математическая наука, изучающая закономерности массовых случайных явлений (событий). 

    Случайным событием (или просто событием) называется всякое явление, которое может произойти или не произойти при осуществлении определенной совокупности условий. Теория вероятностей имеет дело с такими событиями, которые имеют массовый характер. Это значит, что данная совокупность условий может быть воспроизведена неограниченное число раз. Каждое такое осуществление данной совокупности условий называют испытанием (или опытом). 

    Если, например, испытание состоит в бросании монеты, то выпадение герба является событием; если испытание — изготовление подшипника данного типа, то соответствие подшипника стандарту — событие; если испытание — бросание игральной кости, т. е. кубика, на гранях которого проставлены цифры (очки) от 1 до 6, to выпадение пятерки — событие. 

    События будем обозначать заглавными буквами латинского алфавита: A, В, С, ... . 

    Пусть при n испытаниях событие A появилось m раз. 

    Отношение m/n называется частотой (относительной частотой) события A и обозначается Р*(А)=m/n 

    Опыт показывает, что при многократном повторении испытаний частота Р*(А) случайного события обладает устойчивостью. Поясним это на примере. 

    Пусть при бросании монеты 4040 раз герб выпал 2048 раз. Частота появления герба в данной серии опытов равна Р*(А)=m/n=2048/4040=0,5069. При бросании той же монеты 12000 раз герб выпал 6019 раз. Следовательно, в этом случае частота Р*(А)=6019/12000=0,5016. Наконец, при 24000 бросаний герб появился 12012 раз с частотой Р*(А)=0,5005. Таким образом, мы видим, что при большом числе бросаний монеты частота появления герба обладает устойчивостью, т. е. мало отличается от числа 0,5. Как показывает опыт, это отклонение частоты от числа 0,5 уменьшается с увеличением числа испытаний. Наблюдаемое в этом примере свойство устойчивости частоты является общим свойством массовых случайных событий, а именно, всегда существует такое число, к которому приближается частота появления данного события, мало отличаясь от него при большом числе испытаний. Это число называется вероятностью события. Оно выражает объективную возможность появления события. Чем больше вероятность события, тем более возможным оказывается его появление. Вероятность события A будем обозначать через Р(А). В рассмотренном выше примере вероятность появления герба, очевидно, равна 0,5. 

    Событие называется достоверным, если оно в данном опыте обязательно должно произойти; наоборот, событие называется невозможным, если оно в данном опыте не может произойти. 

    Пусть, например, из урны, содержащей только черные шары, вынимают шар. Тогда появление черного шара — достоверное событие; появление белого шара — невозможное событие. 

    Если событие достоверно, то оно произойдет при каждом испытании (m=n). Поэтому частота достоверного события всегда равна единице. Наоборот, если событие невозможно, то оно ни при одном испытании не осуществится (m=0). Следовательно, частота невозможного события в любой серии испытаний равна нулю. Поэтому вероятность достоверного события равна единице, а вероятность невозможного события равна нулю. 

    Если событие A не является ни достоверным, ни невозможным, то его частота m/n при большом числе испытаний будет мало отличаться от некоторого числа p (где 0 < p < 1 ) — вероятности события A. 

    Совмещением (или произведением) двух событий A и В называется событие, состоящее в совместном наступлении как события A, так и события В. Это событие будем обозначать АВ или ВА. 

    Аналогично, совмещением нескольких событий, например A, В и С, называется событие D=ABC, состоящее в совместном наступлении событий A, В и С. 

    Объединением (или суммой) двух событий A и В называется событие С, заключающееся в том, что произойдет по крайней мере одно из событий A или В. Это событие обозначается так: С=А+В. 

    Объединением нескольких событий называется событие, состоящее в появлении по крайней мере одного из них.  Запись D=A+B+C  означает, что событие D есть объединение событий A, В и С. 
    Два события A и В называются несовместными, если наступление события A исключает наступление события В. Отсюда следует, что если события A и В несовместны, то событие AB — невозможное.

  2. Аксиомы вероятностей. 

   Пусть A и B — два несовместных события, причем в n испытаниях событие A произошло m1 раз, а событие В произошло m2 раз. Тогда частоты событий A и В соответственно равны P*(A)=m1/n, P*(B)=m2/n. Так как события A и В несовместны, то событие A+B в данной серии опытов произошло m1+m2 раз. Следовательно,
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   Таким образом, частота события A+B равна сумме частот событий A и В. Но при больших n частоты P*(A), P*(B) и P*(A+B) мало отличаются от соответствующих вероятностей P(A), P(B) и P(A+B). Поэтому естественно принять, что если A и В — несовместные события, то P(A+B)=P(A)+P(B) 

   Изложенное позволяет высказать следующие свойства вероятностей, которые мы принимаем в качестве аксиом. 

   Аксиома 1. Каждому случайному событию A соответствует определенное число Р(А), называемое его вероятностью и удовлетворяющее условию [image: image40.png]0=PA)=1



. 

   Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна единице. 

   Аксиома 3 (аксиома сложения вероятностей). Пусть A и В — несовместные события. Тогда вероятность того, что произойдет хотя бы одно из этих двух событий, равна сумме их вероятностей: 

P(A+B)=P(A)+P(B)

   Аксиома 3 допускает обобщение на случай нескольких событий, а именно: если события A1, A2, ..., An, попарно несовместны, то 
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   Событием, противоположным событию [image: image42.png]


, называется событие [image: image43.png]


, состоящее в не наступлении события [image: image44.png]


. Очевидно, события [image: image45.png]


и [image: image46.png]


несовместны. 

   Пусть, например, событие [image: image47.png]


состоит в том, что изделие удовлетворяет стандарту; тогда противоположное событие [image: image48.png]


заключается в том, что изделие стандарту не удовлетворяет. Пусть событие [image: image49.png]


— выпадение четного числа очков при однократном бросании игральной кости; тогда [image: image50.png]


— выпадение нечетного числа очков. 

   Теорема 1. Для любого события [image: image51.png]


вероятность противоположного события [image: image52.png]


выражается равенством [image: image53.png]P(A)=1-P(4)






   Доказательство. Событие [image: image54.png]


+[image: image55.png]


, состоящее в наступлении или события [image: image56.png]


, или события [image: image57.png]


, очевидно, является достоверным. Поэтому на основании аксиомы 2 имеем Р([image: image58.png]


+[image: image59.png]


)=1. Так как события [image: image60.png]


и [image: image61.png]


несовместны, то используя аксиому 3, получим Р([image: image62.png]


+[image: image63.png]


)=Р([image: image64.png]


)+P([image: image65.png]


). Следовательно, Р([image: image66.png]


)+P([image: image67.png]


)=1, откуда [image: image68.png]P(A)=1-P(4)



. 

   Теорема 2. Вероятность невозможного события равна нулю. 

   Доказательство непосредственно следует из аксиомы 2 и теоремы 1, если заметить, что невозможное событие противоположно достоверному событию.

   3. Классическое определение вероятности. 

   Как было сказано выше, при большом числе n испытаний частота P*(A)=m/n появления события A обладает устойчивостью и дает приближенное значение вероятности события A, т.е. [image: image69.png]P(A) = P*(A)



. 

   Это обстоятельство позволяет находить приближенно вероятность события опытным путем. Практически такой способ нахождения вероятности события не всегда удобен. В ряде случаев вероятность события удается определить до опыта с помощью понятия равновероятности событий (или равновозможности). 

   Два события называются равновероятными (или равновозможными), если нет никаких объективных причин считать, что одно из них может наступить чаще, чем другое. 

   Так, например, появления герба или надписи при бросании монеты представляют собой равновероятные события. 

   Рассмотрим другой пример. Пусть бросают игральную кость. В силу симметрии кубика можно считать, что появление любой из цифр 1, 2, 3, 4, 5 или 6 одинаково возможно (равновероятно). 

   События E1,E2, ..., EN в данном опыте образуют полную группу, если в результате опыта должно произойти хотя бы одно из них. 

   Так, в последнем примере полная группа событий состоит из шести событий — появлений цифр 1, 2, 3, 4, 5 и 6. 

   Очевидно, любое событие A и противоположное ему событие [image: image70.png]


образуют полную группу. 

   Событие B называется благоприятствующим событию A, если наступление события B влечет за собой наступление события A. 

   Так, если A — появление четного числа очков при бросании игральной кости, то появление цифры 4 представляет собой событие, благоприятствующее событию A. 

   Пусть события E1,E2, ..., EN в данном опыте образуют полную группу равновероятных и попарно несовместных событий. Будем называть их исходами испытания. Предположим, что событию A благоприятствуют M исходов испытания. Тогда вероятностью события A в данном опыте называют отношение M/N. Итак, мы приходим к следующему определению. 

   Вероятностью P(A) события в данном опыте называется отношение числа M исходов опыта, благоприятствующих событию A, к общему числу N возможных исходов опыта, образующих полную группу равновероятных попарно несовместных событий: 

[image: image71.png]M
A=






   Это определение вероятности часто называют классическим. Можно показать, что классическое определение удовлетворяет аксиомам вероятности. 

   Пример 1. На завод привезли партию из 1000 подшипников. Случайно в эту партию попало 30 подшипников, не удовлетворяющих стандарту. Определить вероятность P(A) того, что взятый наудачу подшипник окажется стандартным. 
   Решение: Число стандартных подшипников равно 1000—30=970. Будем считать, что каждый подшипник имеет одинаковую вероятность быть выбранным. Тогда полная группа событий состоит из N=1000 равновероятных исходов, из которых событию A благоприятствуют М=970 исходов. Поэтому P(A)=M/N=970/1000=0.97

   Пример 2. В урне 10 шаров: 3 белых и 7 черных. Из урны вынимают сразу два шара. Какова вероятность р того, что оба шара окажутся белыми? 


   Решение: Число N всех равновероятных исходов испытания равно числу способов, которыми можно из 10 шаров вынуть два, т. е. числу сочетаний из 10 элементов по 2: 
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   Число благоприятствующих исходов: 

[image: image73.png]





   Следовательно, искомая вероятность 

[image: image74.png]





   Пример 3. В урне 2 зеленых, 7 красных, 5 коричневых и 10 белых шаров. Какова вероятность появления цветного шара? 
   Решение: Находим соответственно вероятности появления зеленого, красного и коричневого шаров:
Р(зел.)=2/24; Р(кр.)=7/24; Р(кор.)=5/24. Так как рассматриваемые события, очевидно, несовместны, то, применяя аксиому сложения, найдем вероятность появления цветного шара: 
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   4. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. 

   Во многих задачах приходится находить вероятность совмещения событий А и В, если известны вероятности событий  А и В. 

   Рассмотрим следующий пример. Пусть брошены две монеты. Найдем вероятность появления двух гербов. Мы имеем 4 равновероятных попарно несовместных исхода, образующих полную группу: 
  

	 
	 1-я монета 
	 2-я монета 

	 1-й исход 
	герб
	герб

	2-й исход
	герб
	надпись

	3-й исход
	надпись
	герб

	4-й исход
	надпись
	надпись



   Таким образом, P(герб,герб)=1/4. 

   Пусть теперь нам стало известно, что на первой монете выпал герб. Как изменится после этого вероятность того, что герб появится на обеих монетах? Так как на первой монете выпал герб, то теперь полная группа состоит из двух равновероятных несовместных исходов: 
  

	 
	 1-я монета 
	 2-я монета 

	 1-й исход 
	герб
	герб

	2-й исход
	герб
	надпись



   При этом только один из исходов благоприятствует событию (герб, герб). Поэтому при сделанных предположениях Р(герб, герб)=1/2. Обозначим через А появление двух гербов, а через В — появление герба на первой монете. Мы видим, что вероятность события А изменилась, когда стало известно, что событие B произошло. 

   Новую вероятность события А, в предположении, что произошло событие B, будем обозначать PB(А). 

   Таким образом, Р(A)=1/4; PB(А)=1/2 

   Теорема умножения. Вероятность совмещения событий А и В равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что первое событие осуществилось, т. е. 

P(AB)=P(A)PA(B)
   Доказательство. Докажем справедливость соотношения (4), опираясь на классическое определение вероятности. Пусть возможные исходы Е1, Е2, ..., ЕN данного опыта образуют полную группу равновероятных попарно несовместных событий, из которых событию A благоприятствуют M исходов, и пусть из этих M исходов L исходов благоприятствуют событию B. Очевидно, что совмещению событий A и B благоприятствуют L из N возможных результатов испытания. Это дает 
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   Таким образом, 

[image: image79.png]= P4 By(B)





   Поменяв местами A и B, аналогично получим 

[image: image80.png]P(AB) = P(B)F,(4)





   Из формул (4) и (5) имеем [image: image81.png]P(A)Fy(B) = P(B)Fy(4)





   Теорема умножения легко обобщается на любое , конечное число событий. Так, например, в случае трех событий A1, A2, A3 имеем * 
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   В общем случае [image: image83.png]ety )= P41 )By (A5 )Py 0 (A3 )- Py 4 (4)





   Введем теперь следующее определение. 
   Два события A и B называются независимыми, если предположение о том, что произошло одно из них, не изменяет вероятность другого, т. е. если 

[image: image84.png]PpfA)=F(A)



 и[image: image85.png]Fy(B)=F(B)




   Из соотношения (6) вытекает, что из двух равенств (8) одно является следствием другого. 

   Пусть, например, событие A — появление герба при однократном брссании монеты, а событие B — появление карты бубновой масти при вынимании карты из колоды. Очевидно, что события A и B независимы. 

   В случае независимости событий A к B формула (4) примет более простой вид: 

[image: image86.png]P(AB)=P(A)P(B)




т. е. вероятность совмещения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий. 

   События А1, А2, ..., Аn называются независимыми в совокупности, если вероятность наступления каждого из них не меняет своего значения после того, как одно или несколько из остальных событий осуществились. 

   Исходя из этого определения, в случае независимости событий А1, А2, ..., Аn между собой в совокупности на основании формулы (7) имеем 
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   Пример 1. Какова вероятность того, что при десятикратном бросании монеты герб выпадет 10 раз? 
   Решение: Пусть событие Ai — появление герба при i-м бросании. Искомая вероятность есть вероятность совмещения всех событий Ai (i=1,2,3,...,10), а так как они, очевидно, независимы в совокупности, то применяя формулу (10), имеем 
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   Но P(Ai)=1/2 для любого i; поэтому 
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   Пример 2. Рабочий обслуживает три станка, работающих независимо друг от друга. Вероятность того, что в течение часа станок не потребует внимания рабочего, для первого станка равна 0,9, для второго — 0,8, для третьего — 0,7. Найти: 1) вероятность р того, что в течение часа ни один из трех станков не потребует внимания рабочего; 2) вероятность того, что в течение часа по крайней мере один из станков не потребует внимания рабочего. 

   Решение: 
   1) Искомую вероятность р находим по формуле (10): 
  

[image: image90.png]p=09-0,







   2) Вероятность того, что в течение часа станок потребует внимания рабочего для первого станка равна 1—0,9=0,1, для второго и для третьего станков она соответственно равна 1—0,8=0,2 и 1—0,7=0,3. Тогда вероятность того, что в течение часа все три станка потребуют внимания рабочего, на основании формулы (10) составляет 
  

[image: image91.png]





   Событие A, заключающееся в том, что в течение часа все три станка потребуют внимания рабочего, противоположно событию [image: image92.png]


, состоящему в том, что по крайней мере один из станков не потребует внимания рабочего. Поэтому по формуле (3) получаем 
  

[image: image93.png]P(A)=1-0,006





   Пример 3. Из урны, содержащей 3 белых и 7 черных шаров, вынимают два шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся белыми ? 
      Решение: Эта задача уже была решена в п. 3 с помощью классического определения вероятности. Решим ее, применяя формулу (5). Извлечение двух шаров равносильно последовательному их извлечению. Обозначим через А появление белого шара при первом извлечении, а через В — при втором. Событие, состоящее в появлении двух белых шаров, является совмещением событий А и В. По формуле (5) имеем 
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   Но Р(А)=3/10; РA(В)=2/9, поскольку после того, как был вынут первый белый шар, в урне осталось 9 шаров, из которых 2 белых. Следовательно, 
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Сложение и вычитание матриц:

Матрица – это таблица, составленная из чисел аij, где i = 1, 2 .. m, j=1, 2 .. n. 

Сложение и вычитание матриц - одно из простейших действий над ними, т.к. необходимо сложить или отнять соответствующие элементы двух матриц. Главное помнить, что складывать и вычитать можно только матрицы одинаковых размеров, т.е. тех, у которых одинаковое количество строк и одинаковое количество столбцов.
Например, пусть даны две матрицы равного размера 2х3, т.е. с двумя строками и тремя столбцами:



Сумма двух матриц:



Разность двух матриц:



2. Умножение матрицы на число:
Умножение матрицы на число - процесс, заключающийся в умножении числа на каждый элемент матрицы.

Например, пусть дана матрица А:



Умножим число 3 на матрицу А:



3. Умножение двух матриц:
Умножение двух матриц возможно только при условии, что число столбцов первой матрицы должно равняться числу строк второй. Новая матрица, которая получится при умножении матриц, будет состоять из количества строк, равное количеству столбцов первой матрицы и количества столбцов, равное количеству строк второй матрицы.

Предположим есть две матрицы размерами 3х4 и 4х2, т.е. в первой матрице 3 строки и 4 столбца, а во второй матрице 4 строки и 2 столбца. Т.к. количество столбцов первой матрицы (4), равно количеству строк второй матрицы (4), то матрицы можно перемножить, новая матрица будет иметь размер: 3х2, т.е. 3 строки и 2 столбца.

Можно представить все это в виде схемы:



После того как Вы определились с размером новой матрицы, которая получится при умножении двух матриц,  можно приступить к заполнению этой матрицы элементами. Если Вам надо заполнить первую строчку первого столбца этой матрицы, то надо каждый элемент первой строки первой матрицы умножать на каждый элемент первого столбца второй матрицы, если будем заполнять вторую строку первого столбца соответственно будем брать каждый элемент второй строки первой матрицы и умножать на первый столбец второй матрицы и т.д.

Посмотрим как это выглядит на схеме:



Посмотрим как это выглядит на примере:

Даны две матрицы:



Найдем произведение этих матриц:



Определитель матрицы

Для любой квадратной матрицы может быть найдена величина, называемая определителем.

Определитель — это квадратная таблица чисел или математических символов (Δd).

Для матрицы второго порядка[image: image105.jpg](ﬂu ap
ay an

)



 определитель вычисляется по формуле:

[image: image106.jpg]any
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Разложение по строке или столбцу

Формулы разложения по строке или столбцу: 

[image: image107.jpg]=12,
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Первые n формул называются формулами разложения определителя по строке, а вторые n формул называются формулами разложения определителя по столбцу.

В этих формулах [image: image108.jpg]


- алгебраические дополнения элементов аij матрицы А, где Mij — миноры элементов аij матрицы А.

Минором Mij элемента аij матрицы n-го порядка А называется определитель матрицы (n-1)-го порядка, получаемой из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца, на пересечении которых находится элемент aij/
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Правило Саррюса
Понятие определителя  
	Пусть дана квадратная матрица: [image: image110.png]



Определителем, соответствующим данной квадратной матрице А, называют число, обозначаемое символом: [image: image111.png]|anan--ay,

_|anan--ay,|

|8

@




Определителем второго порядка называют число 
[image: image112.png]lan an|_ _
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Пример 8: [image: image113.png]7]
=3.4-71=5
14




Определителем третьего порядка называют число 
[image: image114.png]& @
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Чтобы запомнить, какие произведения в правой части равенства (3) берутся со знаком "+”, а какие со знаком "-”, полезно использовать следующее правило треугольников (правило Саррюса): 
[image: image115.png]@y ay a3
an an ax
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Пример 9: [image: image116.png]3-2 1
-2 1 37J:3'1'(72)+(72)'3'2+(72)'o'172'1'ua)t(a)t(aystots:ru
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Вычислить определитель [image: image117.jpg]


двумя способами: с помощью разложения по первой строке и по правилу треугольника:

Решение:

[image: image118.jpg]2 3 4
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Правило Крамера

Переходим к рассмотрению правила Крамера для системы трех уравнений с тремя неизвестными:
[image: image119.png]an by tox =5
an Hhyx o =5
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Находим главный определитель системы:
[image: image120.png]



Если [image: image121.png]


, то система имеет бесконечно много решений или несовместна (не имеет решений). В этом случае правило Крамера не поможет, нужно использовать метод Гаусса.

Если [image: image122.png]D#0



, то система имеет единственное решение и для нахождения корней мы должны вычислить еще три определителя:
[image: image123.png]


, [image: image124.png]


, [image: image125.png]



И, наконец, ответ рассчитывается по формулам:
[image: image126.png]


, [image: image127.png]


, [image: image128.png]



Пример 

Решить систему по формулам Крамера.  
[image: image129.png]3x - 2x; +4x; =21
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Решение: Решим систему по формулам Крамера.
[image: image130.png]B -2 4
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[image: image131.png]3. (-4-2)+2-(-3+4)+4 (-3-8
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, значит, система имеет единственное решение.
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[image: image133.png]
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[image: image137.png]D -60
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Ответ: [image: image138.png]


.

Собственно, здесь опять комментировать особо нечего, ввиду того, что решение проходит по готовым формулам. Но есть пара замечаний.

Бывает так, что в результате вычислений получаются «плохие» несократимые дроби, например: [image: image139.png]


. 

Метод Гаусса решения систем линейных уравнений
Назовем элементарными операциями следующие действия с матрицами: 

1. перестановка строк; 

2. умножение строки на число, отличное от нуля; 

3. сложение строки с другой строкой, умноженной на число. 

Формулы Крамера и матричный метод решения систем линейных уравнений не имеют серьезного практического применения, так как связаны с громоздкими выкладками. Практически для решения систем линейных уравнений чаще всего применяется метод Гаусса, состоящий в последовательном исключении неизвестных по следующей схеме.

Для того чтобы решить систему уравнений

[image: image140.wmf]ï
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выписывают расширенную матрицу этой системы
[image: image141.wmf]÷
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и над строками этой матрицы производят элементарные преобразования, приводя ее к виду, когда ниже главной диагонали, содержащей элементы [image: image142.wmf],
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K

 будут располагаться нули. Разрешается: 1) изменять порядок строк матрицы, что соответствует изменению порядка уравнений; 2) умножать строки на любые отличные от нуля числа, что соответствует умножению соответствующих уравнений на эти числа; 3) прибавлять к любой строке матрицы другую, умноженную на отличное от нуля число, что соответствует прибавлению к одному уравнению системы другого, умноженного на число. С помощью этих преобразований каждый раз получается расширенная матрица новой системы, равносильной исходной, т. е. такой системы, решение которой совпадает с решением исходной системы.

Рассмотрим метод Гаусса на примерах.

Пример 14. Установить совместность и решить систему

 [image: image143.wmf]ï
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Решение. Выпишем расширенную матрицу системы и поменяем местами первую и вторую строки для того, чтобы элемент [image: image144.wmf]11

a

 равнялся единице (так удобнее производить преобразования матрицы).
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Имеем [image: image148.wmf](
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 Ранги матрицы системы и ее расширенной матрицы совпали с числом неизвестных. Согласно теореме Кронекера-Капелли система уравнений совместна и решение ее единственно.

Выпишем систему уравнений, расширенную матрицу которой мы 

получили в результате преобразований: [image: image149.wmf]ï
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Итак, имеем [image: image150.wmf].
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 в третье уравнение, найдем [image: image152.wmf].
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 и, наконец, подставляя в первое уравнение найденные [image: image156.wmf],
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 Таким образом, имеем решение системы [image: image159.wmf].
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Задания 1-10
Вычислить пределы функций:

1. [image: image160.png]’ 2" =512
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[image: image161.png]fi1-4B-x
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2. [image: image163.png]| 52 -3x+2
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Элементы линейной алгебры
Задание 2. Вычислить определитель:
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Задание 2. Даны матрицы А и В. Вычислить А2+2АВ-ВА

21.  
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4. 
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Задание 3. Решите систему линейных уравнений:

a) методом Гаусса,

b) по правилу Крамера.
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Нахождение вероятности события
41.В ящике с деталями оказалось 300 деталей 1-го сорта, 200 деталей 2-го сорта и 50 деталей  3-го сорта. Наудачу вынимают одну из деталей. Чему равна вероятность вынуть деталь 1-го, 2-го, 3- сорта?

42.В урне находятся 20 белых и 15 черных шаров. Наудачу вынимают один шар, который оказался белым, и откладывают его в сторону. После этого берут еще один шар. Найдите вероятность того, что этот шар  также окажется белым.

43.В урне находятся 7 белых и 5 черных шаров. Найдите вероятность того, что: 1) наудачу вынутый шар окажется черным;2) два наудачу вынутых шара окажутся черными.
44.В ящике в случайном порядке положены 10 деталей, из которых 4 стандартных. Контролер взял наудачу 3 детали. Найдите вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей оказалась стандартной.

45.В урне находятся 10 белых 15 черных , 20 синих и 25 красных шаров. Найдите вероятность того , что вынутый шар окажется:1) белым; 2) черным или красным.

46.Найдите вероятность того , что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 4, либо тому и другому одновременно.
47.В урне находятся 6 шаров. Из которых 3 белых. Наудачу вынуты один за другим два шара. Вычислите вероятность, того что оба шара окажутся белыми.

48.Вероятность попадания в цель при одном выстреле составляет 0,8. Найдите вероятность трех попаданий при четырех выстрелах.

49.Всхожесть семян оценивается вероятностью 0,8.  Какова вероятность того, что из пяти посеянных семян взойдет три?

      50.При обработке деталей на станке в среднем на 4% из них бывают с                               дефектами. Какова вероятность того, что каждые две детали из 30 взятых на проверку окажутся с дефектами?
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